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Cap. 39
Realimentación del Estado en un Sistema

SISTEMAS «SI-MO»

LAZO ABIERTO (Planta Gp)

LAZO CERRADO (Glc)

Ejemplo de una planta Gp realimentada

Diseño a partir de otros polos en Glc
SISTEMAS «MI-MO»
LAZO ABIERTO (Planta Gp)

LAZO CERRADO (Glc)

Diseño a partir de otros polos en Glc
_________________________________________________________________________________

SISTEMAS «SI-MO»

LAZO ABIERTO (Planta Gp)

Tendremos las siguientes generalidades

 x´  =  A  x   +   b  u












   










  y   =  C  x











Gp  =  y / u   =   Gpo / [(s + s1) (s + s2) ...]

x / u   =   b . [G / (1 + G.H)]  =  b . {(1/s) / [1 + (A .1/s)]}  =   b  /  (s + A)

A
matriz de velocidad de la planta Gp  [1/seg]

b
vector de control de la entrada «u» de la planta Gp

C
matriz de salida «y» de la planta Gp


-s1
a12  
A  =


a21 
-s2   



-s1
  0   


A*   =   T-1. A . T   =
 




0 
-s2   



LAZO CERRADO (Glc)


Tendremos las siguientes generalidades

  x´  =  (A - b Go kT)  x   +   b Go  u
=    Af  x   +   bf  r 







   










  y   =  C  x



=    Cf  x







Glc  =  y / r   =   Glco / [(s + s1) (s + s2) ...]


sf1
af12  


Af  =


af21 
-sf2    



sf1
   0  


Af* =   T-1. Af . T   =




0     -sf2    








Ejemplo de una planta Gp realimentada
Sean los datos

G   =   600 / (1 + 150 s)

H   =   0,015 / (1 + 70 s)

Gp   =   G / ( 1 + GH )   =   K1 / [ (s + p1) (s + p2) ]

y se desea aumentar la velocidad de la planta unos aproximados 30 %, es decir, llevar a la constante de tiempo dominante —inversa del polo dominante— al valor

f1 = 1 / sf1   =   0,7 . 1   =   0,7 . 150  =   105 [seg]

Glc  =   Glco / [ (s + sf1) (s + sf2) ]   =   K2 / [ (1 + 105 s) (1 + 70 s) ]

donde debe tenerse en cuenta que «Gp = G / (1 + GH)» corresponde a la realimentación de la salida «y», y «Glc» a la del estado «x».

Primeramente podemos hallar la ecuaciones del sistema si elegimos, por ejemplo

y   =   x1


x1
x  =


x2



entonces

x1   =   600 (u-x2) / (1 + 150 s)


x1 + x1 150 s
=   600 u - 600 x2



x1 + x1´ 150 
=   600 u - 600 x2

                x1´  
=   (-1/150) x1 + (-4) x2 + 4 u

x2   =   0,015 x1 / (1 + 70 s)


x2 + x2 70 s
=   0,015 x1



x2 + x2´ 70 
=   0,015 x1

                x2´  
=   (0,015/70) x1 + (-1/70) x2 

de donde


x1

-1/150            -4

4 
x´  =

=


     . x
+
      . u


x2

0,015/70    -1/70 

0 



1 
y   =   x1
=
      . x




0 
Seguidamente hallamos los coeficientes de las matrices de velocidad de la planta sin y con realimentación


-s1
a12  

-1/150            -4
A  =


=


    


a21 
-s2   

0,015/70    -1/70 

sf1
af12  

-1/105         af12


Af  =


=


af21 
-sf2    

af21             -1/70 

sf1
   0  

-1/105         0


Af*  =


=


0 
-sf2   

0             -1/70 
Det (s I - A)  =  s2 + a1s + a2  = 0



a1 = 0,0209  , a2 = 0,00095   

Det (s I - Af*)  =  Det (s I - Af)  =  s2 + af1s + af2  =0

af1 = 0,0238 , af2 = 0,000136

para calcular el vector de realimentación k

k*T   
=  [ (af2 - a2) (af1 - a1) ]   = [ -0,000814   0,0029 ]

q n  
=  q 2  =   b  = [ 4   0 ]T
q n-i  
=  q 1  =   A . q n-i+1 + a i . q n  =   A . q 2 + a 1 . q 2  = [ -0,057   -0,000857 ]T





0,057
       4
Q    =  [ q 1  q 2  ... q n ]  =  [ q 1  q 2 ] =






0,000857     0




0
              -4


0
  1166
Q-1  =  (Adj Q)T / Det Q  =
 

        / (-0,003428)   =   
 





0,000857     0,057


0,25      -16,57
kT  =  k*T  . Q-1  = [ k1  k2 ]  = [ 0,000725   -0,99 ]




Diseño a partir de otros polos en Glc
Se presupone una planta Gp de tres polos (o autovalores) [ s1 s2  s3 ] T. Sean entonces los datos


A = ...  ,  b = ...


s1 = ...  , s2 = ..., s3 = ...

Se verifica la controlabilidad de la planta Gp.


U  =  [ b   A.b   ...  An-1.b ]  =  [ b   A.b  A2.b ]  =  ... 
matriz de controlabilidad

Rango U  = ...

Se proponen los polos de la Glc


sf1 = ...  , sf2 = ...  , sf3 = ...   

Se hallan los coeficientes de la Gp


Det (s I - A)  =(s + s1) (s + s2) (s + s3)  =  s3 + a1s2 + a2s + a3  = 0


a1 = ...  , a2 = ...  , a3 = ...   

Se hallan los coeficientes de la Glc*


Det (s I - Af*)  =  Det (s I - Af)  =  (s + sf1) (s + sf2) (s + sf3)  =  s3 + af1s2 + af2s + af3  =0


af1 = ...  , af2 = ...  , af3 = ...   

Se halla el vector k transformado como k* 


 k*T   =  [ (af3 - a3) (af2 - a2) (af1 - a1) ]T   = ...

Se determina la matriz de transformación Q:


q n  =  b  = ...


q n-i  = A . q n-i+1 + a i . q n  =  ...


Q    =  [ q 1  q 2  ... q n ]  = ...



Q-1  =  (Adj Q)T / Det Q  =  ...

Finalmente se calcula el vector de realimentación k  


kT  =  k*T  . Q-1  = [ k1  k2  k3 ]  = ...




SISTEMAS «MI-MO»
LAZO ABIERTO (Planta Gp)
Tenemos las siguientes características

 x´  =  A  x   +   b  u












   










  y   =  C  x











Gp  =  y / u   =   Gpo / [(s + s1) (s + s2) ...]

x / u   =   b . [G / (1 + G.H)]  =  b . {(1/s) / [1 + (A .1/s)]}  =   b  /  (s + A)

A
matriz de velocidad de la planta Gp  [1/seg]

B
matriz de control de la entrada «u» de la planta Gp

C
matriz de salida «y» de la planta Gp


-s1
a12  











A  =

   











a21 
-s2   












-s1
  0   


A*  =
 

=   T-1. A . T 


0 
-s2   



LAZO CERRADO (Glc)

Tenemos las siguientes características

 x´  =  (A - BK)  x   +   B  u
=    Af  x   +   Bf  r 







   










  y   =  C  x


=    Cf  x







Glc  =  y / r   =   Glco / [(s + sf1) (s + sf2) ...]


-sf1
af12  


Af  =


af21 
-sf2    






-sf1
   0  


Af* =


0     -sf2    








También puede contemplarse la realimentación desde una analogía de un «H equivalente»

Glc 
=   GcGp / (1 + GcGp.Heq)




y así, como con condiciones iniciales nulas y en el campo transformado valen

Gp  
=   y / u   =   C . x / u   =   C . (p.B u) / u   =   C.p.B

Glc 
=   y / r    =   C . x / r    =   C . (Gc.lc.B r) / r   =   C.Gc.lc.B

resulta

Heq
=   K x / y   =   K x / [C.x]  =   K (p.B u) / [C.(p.B u)]   =   K p.B / Cp.B

Diseño a partir de otros polos en Glc
Se presupone una planta Gp de dos polos (o autovalores) [ s1 s2 ] T. Sean entonces los datos


A = ...  ,  B = ... ,  C  = ...


s1 = ...  , s2 = ...

Se verifica la controlabilidad de la planta Gp


U  =  [ B   A.B   ...  An-1.B ]  =  [ B   A.B ]  =  ... 



Rango U  = ...

Se proponen los polos de la Glc


sf1 = ...  , sf2 = ...  

Se determina el autovector «v» de la matriz A






s1     0 

a11     a12 

0  =  ( A - s1 I ) .  v1  =     ( A - 
               )  .  v1  =  
             
.  v1





0     s1  

a21     a22  





s2     0 

b11     b12 

0  =  ( A - s2 I ) .  v2  =     ( A - 
               )  .  v2   =  
             
.  v1





0     s2  

b21     b22  
y con ello


a11 . v11  +  a12 . v12   =   0


a21 . v11  +  a22 . v12   =   0

v11= ...  v12= ...  


b11 . v21  +  b12 . v22   =   0


b21 . v21  +  b22 . v22   =   0

v21= ...  v22= ...  

Armamos la matriz modal T y su inversa T-1 





v11
v12  

T  =  [ v1   v2 ]
=   


= ...





v21 
v22   

T-1 =  ( Adj T )T / ( Det T ) = ...

y calculamos



-s1
  0   

A*   =  
 

=  ...



0 
-s2   


-sf1
  0   



Af*  =
 

=  ...



0 
-sf2   

B-1 =  ( Adj B ) / ( Det B ) =  ...






k11
k12  

K  =  B-1 . T . ( A* - Af* ) . T-1 = 
 

=  ...






k21 
k22   



_________________________________________________________________________________
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