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_________________________________________________________________________________

GENERALIDADES

Cada transferencia reactiva inercial determinará un estado «xi», debido a que no hay una correspondencia lineal (temporal) entre su entrada y la salida.




  x´  =  A  x   
+   b  u












   










  y   =  C  x    
+   d  u










x
vector del estado de la planta Gp de dimensión n x 1

u
vector de entrada de control de la planta Gp de dimensión r x 1

y
vector de la salida de la planta Gp de dimensión m x 1

Gp  =  y / u   =   Gpo / [(s + s1) (s + s2) ...]

x / u   =   b . [G / (1 + G.H)]  =  b . {(1/s) / [1 + (A .1/s)]}  =   b  /  (s + A)

A
matriz de velocidad de la planta Gp  [1/seg] de dimensión n x n

B
matriz de control del estado a través de la entrada «u» de la planta Gp de dimensión nx r

C
matriz de salida «y» de la planta Gp de dimensión m x n

D
matriz de acoplamiento directo de la entrada «u» de la planta Gp de dimensión m x r


-s1
a12  











A  =

   











a21 
-s2   













s+s1
       0
Det (s I - A)  =  

   
=   (s + s1) (s + s2) ... =  s2 + a1s + a2  = 0



0
s+s2   
a1  =  a11 + a22
 =  (-s1) + (-s2)  =  - (s1 + s2)

a2  =  a11a12 - a12a21
Transformación lineal de A

Para una matriz de planta A diagonalizada como A* por una transformación lineal T (matriz modal, denominada así por el «modo» en que transforma, y que tiene sus columnas hechas con los autovectores —adoptados— de A):




v11
v12  
T  =  [ v1   v2 ]
=   




v21 
v22   
A*   =   T-1. A . T 

b*    =   T-1. b

c*T  =   cT  . T

x    =   T . x* 

bajo la forma Jordan no general sino canónica —porque sus autovalores son diferentes, y llamada así por ser una «convención particular legal»— los polos de la planta Gp  que son s1 y s2  son iguales a los polos de la Gp* —que serían s*1 y s*2— , porque los autovalores de una matriz diagonal son sus elementos, y porque los autovalores no cambian ante una transformación lineal. 

Entonces:



-s*1
   0   

-s1
  0   





A*  =

   
=  
   








0 
-s*2   

0 
-s2   










lo que determina que ambas ecuaciones características de Gp y de Gp* sean iguales






s+s1
    0   
Det ( s I - A )  =  Det ( s I - A* )  =


   
=    (s + s1) (s + s2)







0 
s+s2   









DETERMINACIÓN DE LOS ESTADOS

En el campo espectral

Gp  =  y / u   =  Gp1 . Gp2 ...  =  (y/x2) . (x2/x3) ...  =  [Gpo1 / (s + s1)] . [Gpo2 / (s + s2)] ...




xi-1/xi  
=  Gpoi / (s + si)

xi . Gpoi  =  xi-1 . (s + si)  =   xi-1. s + xi-1. si 

En el campo temporal

xi . Gpoi  =   xi-1´ + xi-1. si 

xi-1´ 
=  (-si) . xi-1 +  Gpoi . xi 

o sea, generalizando para 3 inercias

x1´
=  (-s1) . x1 
+  a12   . x2 
+  a13   . x3 

x2´
=  a21   . x1 
+  (-s2) . x2  
+  a23   . x3 

x3´
=  a31   . x1 
+  a32   . x2 
+  (-s3) . x3 

CONTROLABILIDAD

La transferencia G(s) es sólo un informe parcial.


G(s)
=    y(s) / u(s)  ] x(0)=0   =  G(y1)     G(y2)



Especifica el concepto de la posibilidad de controlar —o gobernar— las variables de estado «x» desde la entrada «u».


U  =  [ B   A.B   ...  An-1.B ]  


matriz de controlabilidad de n x (n x r)

Rango U  = ...


Cantidad de «x» no controlables  =  n - Rango U

OBSERVABILIDAD

Especifica el concepto de la posibilidad de observar —tener acceso a su traducción y mensura— las variables de estado «x». Si no es así, habrá que estimarlas como «x^».


O   =   [ CT   ATCT   (AT)2CT ...   (AT)n-1CT ] 
matriz de observabilidad

Rango O  = ...


Cantidad de «x» no observables  =  n - Rango O

VARIABLES DE ESTADO DE FASE

En sistemas continuos

Sea una planta Gp en el campo transformado de Laplace, donde hay m ceros y n polos y que, para que sea inercial requiere lógicamente que m n

Gp  =  y / u  =  K . [ cmsm + ... c0 ] / [ sn + ansn-1 + ... a1 ]  =

      =  [ x1 / u ] . [ y / x1 ]  =  [ K / ( sn + ansn-1 + ... a1 ] . [ cmsm + ... c0 ]




Ecuación de estado

En el espectro

x1 / u  =  K / ( sn + ansn-1 + ... a1 )

K u  =  x1 sn + x1 ansn-1 + ... x1 a1
y en el tiempo

K u  =  x1n +  anx1n-1 + ... a1x1 

y como

x2  =  x1´

x1´  =  x2
x3  =  x2´

x2´  =  x3
...


...

xn  =  xn-1´

xn´  =  xn+1
resulta

K u  =  xn+1 +  anxn + ... a2x2 +  a1x1  

y finalmente (aquí se ejemplifica n = 3)


x1´ 

0    1    0  
x1

0  

x´  =
 ...    =

0    0    1     
...+  
0     u


xn´ 

-a1 ...  -an 
xn

K  
Ecuación de salida

En el espectro

y / x1   =  cmsm + ... co
y  =  cmsm x1+ cm-1sm-1 x1 + ... co x1
y en el tiempo 

y  =  cmx1m+ cm-1x1m-1 + ... c1 x1´ +  co x1
porque

xm+1  =  x1m
xm  =  x1m-1
...

x2  =  x1´

y finalmente (aquí se ejemplifica m = 3)


y1    




x1    
y  =     
...

[ c1  ...  cm 0  0 ]  .
...

ym+1




xm+1
donde la cantidad de elementos de [ c1  ...  cm 0  0 ] es n.

Ejemplo 1

Sea 


m = n - 1


Gp  =  y / u  =  K . [ cn-1sn-1 + ... c1 ] / [ sn + ansn-1 + ... a1 ]  

entonces


x1´ 

0    1    0  
x1

0  

x´  =
 ...    =

0    0    1     
...+  
0     u


xn´ 

-a1 ...  -an 
xn

K  

y1  



x1 
y  =     
...

[ c1  ...  cm 0 ]  .
...

yn  



xn 
Ejemplo 2

En el campo transformado

Gp  =  ( y.sn  +   y.sn-1 . kn-1  + ...  y . k0 ) /  u

En el campo temporal

Gp . u  
=   yn  +   yn-1 . kn-1  + ...  y . k0  

x1  =  y,  x2  =  x1´ =  y´, ... xn = xn-1´  = yn-1



Para 3 inercias (n = 3)

Gp  =  ( y.s3  +   y.s2 . k2  +   y.s . k1  +   y . k0 ) /  u

Gp . u  
=   y´´´  +   y´´ . k2  +   y´ . k1  +  y . k0  

x1´ =  y´   =  x2
x2´ =  y´´  =  x3
x3´ =  y´´´   =   Gp . u  -   y´´ . k2  -   y´ . k1  -  y . k0    =   (-x3) . k2  + (-x2) . k1  + (-x1) . k0  + Gp . u

x1´ =         0.x1   
+       1.x2 
+      0.x3   
+   0.u


x2´ =         0.x1

+       0.x2
+       1.x1
+   0.u

x3´ =    (-k0) x1

+   (-k1) x2
+  (-k2) x3
+   Gp.u



0    1     0 

0  
x´  =
0    0     1   . x
   +  
0   . u 


-k0 -k1
-k2 

Gp 
Det (sI - A)  =   s3  +   s2 . k2  +   s . k1  +   k0
En sistemas discretos

Sea una planta Gp en el campo transformado z, donde hay m ceros y n polos y que, para que sea inercial requiere lógicamente que m n

Gp  =  y / u  =  K . [ cmzm + cm-1zm-1 + ... co ] / [ zn + anzn-1 + an-1zn-2 + ... a1 ]

y donde se da la equivalencia  «k  z»

y(k+n) + any(k+n-1) + an-1y(k+n-2) + ... a1  =  K [ cmu(k+m) + cm-1u(k+m-1) + ... c0 ]

y(z)zn + any(z)zn-1 + an-1y(z)zn-2 + ... a1  =  K [ cmu(z)zm + cm-1u(z)zm-1 + ... c0 ]

se desprende finalmente


x1(k+1) 

0    1    0  
x1(k)

0  

x(k+1)  =
 ...            =

0    0    1     
...+  
0     u(k)

xn(k+1) 

-a1 ...  -an 
xn(k)
K  

y1(k)  



x1(k) 
y(k)  =  
...

[ c0  c1  ...  cm 0  0]  .
...

yn(k)  



xn(k) 
donde la cantidad de elementos de [ c1  ...  cm 0  0 ] es n.

TRANSFERENCIA, RESOLVENTE Y TRANSICIÓN

TRANSFERENCIA  [(s)]

Se denomina matriz de transferencia (s) de una planta Gp al cociente siguiente con condiciones iniciales nulas


(s)
=    y(s) / u(s)  ] x(0)=0

y(s)
=  [ y1(s)  y2(s)  ... ]T  =  (s) . u(s)



y se observa que 




g11   g12  g13 


(s)  
=
g21   g22  g23
    =   K . [ (s+z1) (s+z2) ... ] / [ (s+s1) (s+s2) ... ]




g31   g32  g33 

Det (s I - A)  =  (s + s1) (s + s2) ... =  s3 + a1s2 + a2s + a3  = 0
   polos de (s)
Si planteamos en el tiempo 


  x´  =  A  x   
+   b  u




 
  y   =  C  x    
+   d  u


resulta en el campo espectral


  sx  =  A  x   
+   b  u




 
  y   =  C  x    
+   d  u



sI . x - A x
=  B u



 x
=  ( sI - A )-1 B u



 y
=  C ( sI - A )-1 B u + D u  =  [ C ( sI - A )-1 B + D ] u



(s)
=    y(s) / u(s)  =  C ( sI - A )-1 B + D   =  CB + D

y finalmente


(s)  
=  C(s)(s)B(s) + D(s)
Para sistemas discretos


(z)  
=  C(z)(z)B(z) + D(z)
De una manera general, para sistemas continuos o discretos, como «C, B, D» no tienen polos, la ecuación característica de «» y de «» son las mismas.

Ejemplo

Sea el siguiente sistema y que se quiere hallar las salidas y(t) en régimen permanente ante una excitación u(t) en escalón unitario.


-0,011   0,001 

1  
x´  =

              . x
   +  
       . u 


      0,1
      -0,1 

0  

       1          0  



y  =
       0          1    . x


0,001    -0,001 
Se hallan entonces



s+0,011    0,001 
( sI - A )-1  =

         



        0,1       s+0,1 
Det ( sI - A )-1  =
   s2 + 0,111s + 0,001   =   ( s + s1 ) ( s + s2 )   =   0

s1; s2   =   0,0099; 0,101



s+0,1        0,1 
Cof ( sI - A )-1  =

         



   0,001    s+0,011 


s+0,1      0,001 
Adj ( sI - A )-1  =

         



      0,1    s+0,011 
de donde


(s)  
=   y(s) / u(s)  =   C(s)(s)b(s) =   C ( sI - A )-1 b   =   



=   C [ Adj ( sI - A )-1 / Det ( sI - A )-1 ] b   =



=   C [ Adj ( sI - A )-1 ] b  / Det ( sI - A )-1  =




(s + 0,1) / Det ( sI - A )-1 

(s + 0,1) / (s + s1) (s + s2) 
 

=
0,1 / Det ( sI - A )-1 
=
0,1 / (s + s1) (s + s2)




0,001. s / Det ( sI - A )-1  

0,001s / (s + s1) (s + s2) 

u(s)  
=   1/s


y1() 
=   líms0 s.y1(s)   =   líms0 s.(1/s).[(s + 0,1) / (s + s1) (s + s2)]
=  100


y2() 
=   líms0 s.y2(s)   =   líms0 s.(1/s).[0,1 / (s + s1) (s + s2)]  
=  100


y3() 
=   líms0 s.y3(s)   =   líms0 s.(1/s).[0,001s / (s + s1) (s + s2)]  
=   0

RESOLVENTE  [(s)]

Se llama (s) a la función que permite «resolver» la función de transferencia (s)

(s)  
=  [ sI - A(s) ]-1
Los polos de (s) son los autovalores de A, o bien, los polos de (s) de la planta Gp.


Det (s I - A)-1  =  (s + s1) (s + s2) ... 


   polos de (s) y de (s)
Para sistemas discretos


(z)  
=  [ zI - A(z) ]-1
TRANSICIÓN  [(t)]
Es la matriz de transferencia (s) en el tiempo


 (t)
=    L -1[(s)]

y se diferencia conceptualmente porque considera el estado inicial x(0).

Si el sistema es SI-SO


     x´
=  a x  +  b u

        sx - x(0)
=  a x  +  b u


     x
=  [ x(0) / (s-a) ]  +  [ b u / (s-a) ]

con



x(0) / (s-a)
respuesta transitoria de «x»



b u / (s-a)
respuesta permanente de «x»

y antitransformando


     x
=  eat x(0) +  0t  ea(t-) b u() d  =   (t) x(0) +  (t) b u(t)
siendo


 (t)
=   x / x(0) ]u=0  =  eat
o sea que, conceptualmente, la transición del estado (t) permite determinar el estado «x(t)» como suma de su estado anterior «x(0)» y lo que se acumula —convolución— debido a la excitación «u(t)».

Si el sistema es MI-MO


 (t)
=   x / x(0) ]u=0  =  eAt

     x
=  eAt x(0) +  0t  eA(t-) B u() d  =   (t) x(0) +  (t) b u(t)

     y
=  C x  +  D u   =   C [ (t) x(0) +  (t) b u(t) ]  +  D u(t)



También, se puede demostrar que hay una coincidencia entre (s) y (s)

(s)  
=   (s)
Para sistemas discretos


  sx  =  A  x   
+   b  u




 
  y   =  C  x    
+   d  u



x(k=1)
=  A x(0)  +  B u(0)

x(2)
=  A x(1)  +  B u(1)
=  A2x(0) +  A B u(0)  +  B u(1)

...


x(k)
=  Ak x(0)  +  0k-1  Ak-i-1 B u(i)  =  (k) x(0)  +  (k)  B u(k)
entonces


 (z)
=   (k)
=  Ak  


z .(z)  
=   (z)
Ejemplo

Sea un sistema de planta de dos polos


0    1 

0  
x´  =

  . x
   +  
       . u 


-2  -3 

1  

 1  



y  =
             . x


0  
entonces hallamos




s       -1 
sI - A(s) 

=




2     s+3 



s+3     1 
[ sI - A(s) ]-1
=

       /  (s2+3s+2)





2       s 
(t)
=    L -1[(s)]
=    L -1[(s)]   =    L -1 { [ sI - A(s) ]-1 }
   = 



2e-t-e-2t             e-t-e-2t 

=



-2e-t+2e-2t      -e-t+2e-2t 
x(t)
=   (t) x(to) +  (t) b u(t)   =  (t) x(to) +  0t  (t-to) [ 0  1 ]T u(to) dt0  =  



2e-t-e-2t             e-t-e-2t 
x1(to) 

0,5u(t)-e-t+0,5e-2t 

=





+



=


-2e-t+2e-2t      -e-t+2e-2t 
x2(to) 

e-t-e-2t         


x1(t) 

=



x2(t) 
_________________________________________________________________________________
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