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RELACIÓN ENTRE LA DERIVADA Y LA MUESTRA POSTERIOR

Se trabajará sobre un muestro retenido de orden cero.




La velocidad del muestreo será mucho mayor que la máxima velocidad de la señal «x», o, dicho de otra manera por el teorema del muestreo:


T  <  1 / 2 fmáx

Seguidamente se mostrará que, para una consideración dinámica, la amplitud de la próxima muestra es proporcional a la derivada en el punto de muestra anterior:





x´  =  tg   =  [ x(t+t) - x(t) ] / t   =  [ x(kT+T) - x(kT) ] / T  =  [ x(k+1) - x(k) ] / T

Como por la transformada de Laplace


L [ x(t-kT) - x(0) ]  =  e-skT [ x(s) - x(0) ]

o bien


L [ x(t+kT) - x(0) ]  =  eskT [ x(s) - x(0) ]

Y por la transformada z


Z [ x(k+1) ]  =  z . [ x(z) - x(0) ]  =   L -1 { esT [ x(s) - x(0) ] }

resulta


x´ . T   =  x(k+1) - x(k)  =  L -1 { eskT [ x(s) - x(0) ] }  =  Z [ x(k+1) ]

Finalmente


x´    Z [ x(k+1) ]

Una demostración simplista sería


x´  =  tg   =  x(k+1) / T  =  [ x(t+t) - x(t) ] / t   


lím   tg   =  x(t)´   =  x(k+1) / T


t 0


x(k+1)   =   x(t)´  .  T     x´

GENERALIDADES DEL MUESTREO

Como


z  =  esT

x(kT)  =  x(k)



resulta por la transformada de Laplace


x(z)  =  x*(t)  =  0 x(k) . e-ksT  =  0 x(k) . z-k  =  x(0) + x(T).z-1 +  x(2T).z-2 + ...

donde se observa una equivalencia entre el «integrador» con el «retardador»:


e-sT  =   z-1  =   1/z




TRANSFERENCIA DEL «MUESTREO Y R.O.C.» («M-ROC»)

Sean  «Xo» un escalón y «*» el impulso de Kronecker. Entonces:


x(t)  
=   * Xo


x(s) 
=   Xo


y(t)  
=   Yo . [ X(to) - X(to+T) ]


y(s)  
=   Yo . [ (1/s) - (e-sT/s) ]




de donde


GO(s)  
=    y(s) / x(s)  =  (Yo/Xo) . [ (1 - e-sT) / s ]   =   Go . [ (1 - e-sT) / s ] 


GO(z)  
=     y(z) / x(z)  =  Z [ G(s) ]  =  Z ( 1 - e-sT ) . Z ( 1 / s )  =



=     ( 1 - z-1 ) . Z ( 1 / s )  =    ( 1 - z-1 ) . ( 1 - z-1 )-1  =  1

SISTEMAS CON «M-ROC»

1º CASO





G0(s)  
=    (1 - e-sT) / s


G(s)
=   G0(s) . G1(s)  =   (1 - e-sT) . G1(s) / s


G(z)
=   Z ( 1 - e-sT ) . Z [ G1(s) / s ]  =  ( 1 - z-1 ) . Z [ G1(s) / s ]    1 . Z [ G1(s) ]

2º CASO





G(z)
=   Ga(z) . Gb(z)
3º CASO





G(z)
=   Z [ Ga(s) . G2(s) ]    Ga(z) . G2(z)
4º CASO





Glc(z)
=   { ( 1 - e-z ) . Z [ G(s) / s ] }  /  { 1 +  ( 1 - e-z ) . Z [G(s)H(s) / s] }   

5º CASO





Glc(z)
no se puede hallar 


y(z)
=   Z [ r.G(s) ] /  { 1 +  ( 1 - e-z ) . Z [G(s)H(s) / s] }   

RESOLUCIÓN DE GRÁFICAS TEMPORALES

Sea


G(z)  
=  K1 . [ (z+z1) (z+z2) ... ] / [ (z+p1) (z+p2) ... ]  =



=  K2 . [ (1+z1z-1) (1+z2z-1) ... ] / [ (1+p1z-1) (1+p2z-1) ... ]




y descomponiéndolo en fracciones simples


G(z)  
=  K2 . { [ A / (1+p1z-1) ]  +  [ B / (1+p2z-1) ]  +  ...  }    

puede hallarse


G(s)  
=  K2  . ( a + b.e-sT + c.e-s2T + ... )

y como por la transformada de Laplace es


L [ e-snT.r(s) ]  =  r(t-nT)
deviene finalmente


y(t)
=   L -1[ G(s) . r(s) ]  =  



=  K2  . [ a.r(t) + b.r(t-T) + c.r(t-2T) + ... ]




Ejemplo de aplicación

Sea el siguiente sistema de planta Gp realimentado


Gp(s)  
=   K / ( s + a )


H(s)  
=   1 / s


r(t)
escalón unitario





( 1 - z-1 ) . Z [ Gp(s) / s ] =  ( 1 - z-1 ) . Z [ K / s ( s + a ) ]  =  [(1-e-aT) / (2-e-aT)] . K/a


( 1 - z-1 ) . Z [Gp(s)H(s) / s]  = { [z(e-aT-1+aT) + (1-e-aT-aTe-aT)] / [(z-1)(z-e-aT)] } . K/a2
y si simplificamos A=1, T=1 y K=1

 
Glc(z)
=   { ( 1 - z-1 ) . Z [ G(s) / s ] }  /  { 1 +  ( 1 - z-1 ) . Z [G(s)H(s) / s] }   =



=   0,63 (z-1) / (z2-z+0,63)   =   0,63 (z-1) / [ (z-z1) (z-z1*) ]


z1
=      0,5 + j 0,62   =   0,796 . ej51,1º (0,796 1 estable)

Planteamos ahora la excitación

 
r(s)
=   1 / s

 
r(z)
=   z / (z-1)

para encontrar la salida


y(z)
=   r(z) . Glc(z)
=   0,63 z / [ (z-0,5-j0,62) (z-0,5+j0,62) ]   =   



=   z . [ (A/(z-z1) + B/(z-z1*) ]

con


A
=   -j 0,51


B
=    j 0,51

de donde


y(z)
=   [ -j 0,51 z/(z-z1) ] +  [ j 0,51 z/(z-z1*) ]

y como las transformadas (escalón en este caso) corresponden


U(t)
   1(k)
   1 / s      1 / ( 1 - z-1 )   =   z / ( z - 1 )

resulta finalmente


y(k)
=   [ -j 0,51 z1k ] +  [ j 0,51 z1*k ]   =



=   [ -j 0,51 (0,5 + j 0,62)k ] +  [ j 0,51 (0,5 - j 0,62)k ]   


   1,02 . z1k   =   1,02 . 0,796k . sen (k 51,1º)




ECUACIONES DE ESTADO


Se presentan seguidamente el sistema y sus ecuaciones de comportamiento




  x(k+1)

=  A  x(k)   
+   b  u(k)

  y(k)   

=  C  x(k)    
+   d  u(k)




Gp(z)  
=  y(z) / u(z)   =   Gpo / [(z + z1) (z + z2) ...]

x(z) / u(z)   =   b . [G / (1 + G.H)]  =  b . {(1/z) / [1 + (A .1/z)]}  =   b  /  (z + A)
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